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 الملخص

ًالدددًا   Mالهدددف مددا هددرا البدددح هددٌ ازاضددْ الدددًا  ا دٍددْ ال لَددا      

ازاضددددْ مطدددداٖ  ال كددددا     في  ًت سٍددددر اًزهددددا الهددددا   mا دٍددددْ الدددددنَا 

  طافْلم  بال طبْ الطسدَْ


ٍتم تحٌٍ  المطدللْ   حَح   ,هاًضدًزف -

 ذات المتدٌلين إلى مطللتين

 .ن  م وما بمتدٌ  ًاحد  

مك دددسّ ,  -, اًا  محدبدددْالبَدددانُ -تحدددت /فدددٌم نلمدددات محتاحَدددْ  

 هاًضدًزف . -نكا  ضسدَْ , اًا  حدٍْ علَا ًانَا,  مطافْ

  ABSTRACT   

    The objective  of this research is to study  upper 
marginal functions  and  lower  marginal functions 
and  definition  its  important role in   the study  

problems of saddle points  by using   - Hausdorff 
distance , Where it is converted  the problem of  two 
transformer to two  problem every one of them of 

one transformer . 
 

Key words: epi/hypo graph , convex-concave 
functions ,saddle points, upper and lower  marginal 

functions  ,  - Hausdorff distance . 
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    مكدمْ -1

ٍل ددددددددددددد  التدلَددددددددددددد  فدددددددددددددٌم البَدددددددددددددانُ أهمَدددددددددددددْ ندددددددددددددب ّ في ازاضدددددددددددددْ مطددددددددددددداٖ  الكدددددددددددددَم الددددددددددددددنَا      

(min )imization problems
    

لدددددًا  بمتدددددٌ  ًاحددددد ًنمددددا ٍل دددد  التدلَدددد  تحددددت البَددددانُ أهمَددددْ في ازاضددددْ مطدددداٖ  الكددددَم ال لَددددا          

)(max problemsimization. 

البَانُ لَػم  نلا التدلَلين الطدابكين ًٍ دام مطداٖ  الكدَم الددنَا       –تحت  /لتدلَ  فٌم ًما ثم ظوس ا

max(min(ال لَدددددددددددا / problemsimizationimization    أً ماٍطدددددددددددمٓ مطددددددددددداٖ  ال كدددددددددددا

 ْ )int(الطدسدَ sposaddle    التكدازب فدٌم  ممدا أأ إلى للدل محداهَم ددٍددّ مجد         لددًا  بمتددٌلين/ 

البَددانُ,  تحددت /البَددانُ ,الجمدو فددٌم  تحددت /البَددانُ , التهامدد  فدٌم  تتحدد /, التحاضدد  فدٌم  ُالبَددان تحدت 

 ....... الخ .البَانَْ  تحت /فٌمالطسب 

ًقددد تب ددٓ هددري المحدداهَم ال دٍددد مددا البدداحجين في ازاضددتوم لمطدداٖ  ال كددا  الطددسدَْ ًنانددت م  ددم هددري            

 الدزاضات ذات طبَ ْ تبٌلٌدَْ 

[ 7 ] , [ 6 ] , [ 5 ] , [ 4 ] , [ 3 ] . 

                                                                                     ت ازٍر ًمحاهَم أضاضَْ -2

 ] (Analyse epi-graphique)عسض ب ض ت ازٍر ًمحداهَم التدلَد  فدٌم البَدانُ      في البداٍْ لابد ما 

1 ] , [ 8 ] . 

f:لتها فطاٖين م  مين  ً   X   ًY لَها X R ٓاالْ م سفْ علX  ًتللر قَموا في


R . 

Cنكٌ  عا  - X   ُأنوا مجمٌعْ محدبْ إذا تحكل الػس  التال 

 , , 0,1 ; (1 )x y C a a x a y C      
 

 إذا تحكل الػس  التالُ   االْ محدبْ  أنوا fنكٌ  عا -

 , , 0,1 ; ( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )x y C a f a x a y a f x a f y        
 

 بال لاقْ     fepiًٍسمص لى بد   fللدالْ  (epi-graph)ن سِّف  فٌم البَان  -

 ( , ) / ( )epi f x a X R f x a   
 

ْ ٍددنها  أن الد - RXمجمٌعددْ محدبددْ في   fepiمحدبددْ إذا ًفكددا إذا نانددت   fالدد   ًنكددٌ  إنf 

)(مك سّ إذا نانت f  . ْمحدب 

 مجمٌعْ مػلكْ . fepiا إذا نانت االْ نصر مطتمسّ ما الأانٓ  إذا ًفك fٍنها أن  -
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مجمٌعْ غد  لالَدْ أً إذا ندان المجدا       fepiإذا ًفكا إذا نانت (proper)االْ لاصْ  fنكٌ  إن  -

 الح لُ   

 / ( )dom f x X f x     
 

-  ْ RXfن ددددددددددددددددددددسِّف الدالددددددددددددددددددددْ المسافكدددددددددددددددددددد :*

 بال لاقددددددددددددددددددددْ   fللدالددددددددددددددددددددْ 

 Xxxfxxxf  );(,sup)( ***

 
ًنػ  إلى أن الدالْ 

*f   تهٌن  محدبْ ضٌإ نانتf . محدبْ أ  لم تها 

)نسمدص بدد    - )X      لمجمٌعدْ الددًا  ابدبددْ نصدر المطدتمسّ مد   ٓ ًتللددر  Xا الأانددٓ ًاصاصدْ الم سفدْ علد

Rقَموا في 


. 

( للدالتين epi-sumالمجمٌع فٌم البَانُ) ن سف -
,f g

eًٍسمص لى بالسمص  
f g

 بالػه  التالُ   

 ( )( ) inf ( ) ( ) (1)
e u X

f g x f u g x u x X


     
 

( للدالدددددْ epi-multiplicationالطدددددسب فدددددٌم البَدددددانُ)  ن دددددسف              
f

0بال ددددددا      ًٍسمدددددص لدددددى

بالسمص
*
e
f

 التالُ   بالػه  

1( * )( ) ( ) (2)
e
f x f x x X    

 
 إن   [ 13 ]ًٍنها ه دضَاً 

( )s s s
e

epi f g epi f epi g  
      ً

( * )s s
e

epi f epi f 
 

sepiحَح   
ٍدعٓ فٌم البَان التا  للدالْ   

f
 ًٍ سف بال لاقْ    

 ( , ) / ( )epi f x a X R f x as    
 

ًب حظ الطسٍكْ ٍتم ت سٍر المجمٌع تحت البَانُ 

h

f g
 (hypo-sumللد )التين

,f g
 بال لاقْ   

 ( )( ) sup ( ) ( ) (3)
h

u X

f g x f u g x u x X
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( للدالدددددْ hypo-multiplicationًندددددرلو الطدددددسب تحدددددت البَدددددانُ)
g

0بال ددددددا     ًٍسمدددددص لدددددى

بالسمص
*
h

g
 بالػه  التالُ  

1( * )( ) ( )
h

g x g x x X    
 

 ًٍنها ه دضَاً أٍطاً أن  

( )
h

s s shypo f g hypo f hypo g  
      ً( )

h

s shypo g hypo g   

shypoحَح    g
ٍدعٓ تحت  البَان التا  للدالْ   

g
 ًٍ سف بال لاقْ    

 ( , ) / ( )hypo g x X R g xs     
 

نكٌ  عا الدّالْ 
:f X R

 ( إذا نان  coerciveإنَّوا قطسٍْ )

lim ( ) (4)
x

f x



 

 . [ 8 ] , [ 11 ]ن سض الآن ب ض الت ازٍر ًالمحاهَم الأضاضَْ المت لكْ بدًا  ذات متدٌلين 

RYXLٍكدددا  عدددا الدالدددْ    :  ْمك دددسّ  –إنودددا محدبددد(convex-concave )   ْإذا ناندددت محدبددد

 ل طبْ للمتدٌ  الأً  ًمك سّ بال طبْ للمتدٌ  الجانُ  .با

) Mت سف الدالْ ا دٍْ ال لَا - arg )upper m inal function  ْللدالL   ْبال لاقْ التالَد:  

( ) sup ( , ) ; : (5)
y Y

M x L x y M X R





 

) mت سف الدالْ ا دٍْ الدنَا- )lower marginal function  ْللدالL   َْبال لاقْ التال 

( ) inf ( , ) ; : (6)
x X

m y L x y m Y R


 
 

الدْ  ا mاالدْ محدبدْ ً   Mمك دسّ ع دٖدرت تهدٌن     –االدْ محدبدْ   Lما الجدٍس بالرنس إذا نانت الدّالْ

 مك سّ .

البَددانُ -ٍ ددسَّف المجمددٌع فٌم/تحددت    -
 epi hypo sum

L,للدددالتين  K    ًٍسمددص لددى بددالسمص

|e h
L K

 بال لاقْ التالَْ  

 
|

( )( , ) inf sup ( , ) ( , ) (7)
e h u X v Y

L K x y L u v K x u y v
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البَددددددددددددددانُ -ٍ ددددددددددددددسف الطددددددددددددددسب فٌم/تحددددددددددددددت  -
 epi hypo multiplication

 Lْللدالدددددددددددددد

0بال دا ًٍسمصلى بالسمص|
*
e h

L
 بال لاقْ  

    1 1

|
* , , (8)
e h

L x y L x y    
 

 

  هاًضدًزف  -مطافْ   -3

االددْ المطددافْ المٌلدددّ بددال  َم    dلددتها 
.

 Xفي  C. مددا أددد  ندد  مجمٌعددْ دصَٖددْ     Xالم ددسف علددٓ   

                                 بال لاقْ                                                 Cًبين المجمٌعْ  xن سف المطافْ بين ال  صس 

 CyyxInfCxd  ,:),(
)),( تهددددددددددددددددددددددددٌن C,    )إذا نانددددددددددددددددددددددددت  ,    Cxd                                                                                                       

 C, ًله   التي مسنصها الصحس ًنصر قطسها Xللهسّ المػلكْ في  B, نسمص بد 0ما أد  ن  

ن سف                         Xفي 
BCC  :

  

)(, ن دسف مددٔ وداًش هاًضددًزف     Xفي   C ًDما أد  أِ مجمدٌعتين   HaussdorofLexce   لددC 

بال لاقْ    Dعلٓ  CxDxdDCe  );,(sup:),(        باعتباز(     ,0e    إذا نانتC ) 

 بال لاقْ    C  ًDمطافْ هاًضدًزف بين المجمٌعتين   - سف ت  -

 ( , ) ( , ), ( , ) (9)haus D C Sup e C D e D C  
 

NnnD نكددٌ  عددا متتالَددْ مددا المجمٌعددات   - )(
بال طددبْ لمطددافْ   Xفي  Dإنوددا متكازبددْ لمجددٌ المجمٌعددْ   

-             هاًضدًزف إذا ًفكا إذا نان
0,0),(lim 


 DDhaus n

n           

  ْمطاف(-  ٓهاًضدًزف عل
X

R)   

ما  f  ًgهاًضدًزف بين الدالتين  -ن سف مطافْ 
X

R    ْبال لاق 

( , ) : ( , ); 0 (10)h f g haus epif epig    
 

RXمجمٌعتان دصَٖتان في epif ,epigحَح   سف ًٍB فيRX    ْبال لاق 

 ( , ) : ;B x X R xX R         
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Nnnfنكددددٌ  عددددا متتالَددددْ مددددا الدددددًا    - )(
في  fأنوددددا متكازبددددْ لمجددددٌ الدالددددْ 

X
R  ْبال طددددبْ لمطدددداف- 

                             هاًضدًزف إذا ًفكا إذا نان  
0;0),(lim 


 ffh n

n 

  ْ فددٌم البَددانُ ًتب دداي ال دٍددد مددا السٍاضددَين في ازاضددات مختلحددْ ًنددرنس        -سمددُ هددرا المحوددٌ  بمطدداف

 . [ 17, 16 , 15, 14 ]م وم

    [15] 3.1 منه ْ

لتها 
( )if X

    ً( 1,2)i   0ع دٖر ما أد  ن         لدٍ ا 

1 2 1 2 1 2( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )h f f h f f h f f       
 

)حَح ن  ما  )   ً( )  ثابت ٍت لل بد . 

ifًالمنه ْ صدَدْ ما أد  اًا  مك دسّ ًنصدر مطدتمسّ مدا الأعلدٓ ًلاصدْ باعتبداز إندى إذا ناندت         
االدْ   

ifمك سّ فإن   )
 ( تهٌن االْ محدبْ . -

 

هاًضدًزف علٓ  -)مطافْ 
YX

R


  ) 

ٍُ سف المحوٌ  فدٌم   ًْ بمحودٌمُ فدٌم البَدان ًتحدت البَدان ,            -تحدت  /لم  البَدان ت سٍحداً ه دضدَاً اقَكداً مكازند

هاًضددددًزف  علدددٓ الددددًا  ذًات المتددددٌلين )  -لمطدددافْ  ممدددا أأ إلى ظودددٌز صددد ٌبات بدددالتطبَل المباغدددس  

لاضدددتخدا  الدددًا  ا دٍدددْ ال لَددا ًالددددنَا في حدد  ب دددض مطدداٖ  ال كدددا       مك ددسّ ( . ًلكدددد نددان   –محدبددْ  

Hهاًضددددًزف   -الطدددسدَْ أهمَدددْ في إعطدددإ ت سٍدددر  لدددس لمطدددافْ    
علدددٓ صدددحٌف لَطدددت بالطدددسًزّ    

 مك سّ بال لاقْ الآتَْ    -محدبْ

1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) (11)H L K h M M h m m   
 

1212حَح  ,),( MMmm  هُ الدًا  ا دٍْ ال لَا )الدنَا( له  ماLًK.  َعلٓ الترت 

NnnLنكٌ  عا أٍْ متتالَْ مدا الددًا     )(
في  Lإنودا متكازبدْ لمجدٌ الدالدْ      

YX

R


 -بال طدبْ لمطدافْ    

 هاًضدًزف إذا نانت 

lim ( , ) 0 ; 0n
n

H L L 


  
 

    3.2منه ْ
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لدتها   
3,2,1;:  iRYXLi  ْالمك ددسّ . ع دٖددر  –ثددلاخ مددا الدددًا  ابدبددH

 (11)في

 تحكل اصٌاص الآتَْ 

1 )H
 مٌدبْ      

0),( 21 LLH  

2 )H
مت اظسّ   

),(),( 1221 LLHLLH  
 

3 )H
متباٍ ْ المجلح   له    max (0, ); (0, ); 1,2,3d epiM d epi m ii i   

 ٍهٌن   

),(),(),( 32321331 LLHLLHLLH  
  

حَح 
M i  ً

mi ا دٍْ  ال لَا ًالدنَا للدًا  هُ  الدًا  iLi )3,2,1( 
   

4)
0;0),( 211   LLHL

 2Lٍهافئ  

  

( ت دتر مباغدسّ    3, أمدا اصاصدَْ     (11)ٍ دتر مباغدسّ  مدا الت سٍدر      4  , 2 ,1إن بسهدان اصدٌاص    النهان 

Hعلٓ الطسف الأٍطس ما ت سٍر  [13] (  في2.1بتطبَل المنه ْ ) 
    . 

 

  البَانُ  تحت /ايجاا الدًا  ا دٍْ ال لَا ًالدنَا للمذمٌع ًللطسب فٌم -4

رنّس أًلًا ب  سٍْ ن

"inf sup supinf "
 . [ 18, 9]في  

  [9] 4.1 منه ْ

L:لتها X Y R   ْسّ تحكل الػسً  التالَْ  مك  -االْ محدب 

i
yما أد  نّ   Y ٍهٌن

   .,L y X
 . 

  
ii

0yٌٍدد  Y
بحَح  

 0.,L y
 االْ قطسٍْ. 

iii
1yٌددٍ    Y

بحَح 
 1.,L y

 االْ لاصْ. 

ع دٖرت                  

   inf sup , sup inf ,
x X x Xy Y y Y

L x y L x y
  



 

   4.2 منه ْ
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,لتها  :L K X Y R   ًل حسض أنى مك ستين –محدبتين االتين  

i
yما أد  نّ     Y ٍهٌن

   .,L y X
  ً

   .,K y X
 . 

ii
1yٌٍدد   Y

بحَح  
 1.,L y

 االْ قطسٍْ. 

iii
2yٌٍدد    Y

بحَح 
 2.,K y

 االْ لاصْ. 

ع دٖر               
1 2e h

M M M
e

 

                               

2حَح 1
, ,

e h
M M M

هُ الدًا  ا دٍْ ال لَا للدًا    
, ,

e h
L K K L

 علٓ الترتَ  .

إذا ناندددددت    ;إضددددافْ لددددرلو   
 2.,K y

2yمدددددا أددددد    Xاالددددْ قطدددددسٍْ علددددٓ     Y
 فددددإن    

1 2e h

h
m m m 

 

2   حَح 1
, ,

e h
m m m

هُ الدًا  ا دٍْ الدنَا للدًا    
, ,

e h
L K K L

 علٓ الترتَ  .

 النهان     

 ( ٍهٌن  5ا  في ال لاقْ )حط  ت سٍر الدالْ ا دٍْ ال لَ

 

 

   

 

( ) sup {( ) , }

sup inf sup {( , , }

sup inf ,

M x L K x y
e h e hy Y

L u v K x u y v
u Xy Y v Y

u y
u Xy Y



 



   
 


 

 حَح  

     , sup {( , , }u y L u v K x u y v

v Y

    

 

اعتمااا علٓ الحسض ًعلٓ لٌاص الدًا  ا دٍْ المػلكْ , نلاحظ  أن 
   . ,y X 

ما أدد   

ن 
y Y

 ما دوْ ألسٔ لدٍ ا   
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   ( , ) , ,u y L u v K x u y v    
 

 

1yبللر  v
  ً1 2y y y 

 لمجص  علٓ    

 

1 2 1 2
( , ) ( , ) ( , )u y y L u y K x u y    

  

, ًبمدا أن  ًلا تللدر نواَٖداً الكَمدْ      ( فإنودا لا تطدابل   3االْ لاصدْ حطد  الحدسض )    Kبما أن 

L  ٓاالْ قطسٍْ علX ( فإنى حط  ت سٍر الدالْ الكطسٍْ نطت تر أن    2حط  الحسض ) 

1 2lim ( , )u y y
u

  


 
 أِ أن  

1 2lim ( , )u y y
u

  


 

1ًهرا ٍؤند قطسٍْ الدالْ  2( . , )y y . 

1     مدددددا دودددددْ ألدددددسٔ أن  ًنلاحدددددظ 2( . , )y y   لا تطدددددابل    ًْلا تللدددددر نواَٖددددداً الكَمددددد

 ْ لمجص  علٓ     4.1إذا هُ االْ لاصْ ًبالتالُ بتطبَل المنه 

   

   

   

   

 

2

1 2

1 2

( ) inf sup sup {( , , }

inf sup {( , sup , }

inf sup {( , }

inf {( }

( )

M x L u v K x u y v
e h u X y Y v Y

L u v K x u z
u X v Y z Y

L u v M x u
u X v Y

M u M x u
u X
M M x

e
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دٍْ الدنَا ًتطبَل المنه ْ كْ الطابكْ باضتخدا  ت سٍر الدالْ ا أل ا ٍنها الجصٕ الجانُ  ب حظ الطسٍ

  .  علٓ    ف دص   1. 4     
( ) ( )( )1 2

h
m y m m y

e h
 

     

 

   4.3 منه ْ

ما أد  ن  االْ 
:L X Y R 

0مك سّ ًما أد  ن   -محدبْ      لدٍ ا 

 
LM M

e h e
  

 
h

Lm m
e h
  

 

حَح
( , ) ,L Lm m M M

e h e h
 

هدُ الددًا  ا دٍدْ ال لَدا ) الددًا  ا دٍدْ الددنَا ( علدٓ الترتَد             

له  ما الدًا  
,

e h
L L 

 . 

 

 النهان     

 ( ٍهٌن  5بالاعتماا علٓ ت سٍر الدالْ ا دٍْ ال لَا في ال لاقْ )

 

( ) sup {( )( , )}

1 1sup {( ) ( , )}

1( )

( )

M x L x y
e h e hy Y

L x y

y Y

LM x

LM x
e

 

  

 



 



 





 

 

ننها صدْ  ال لاقْ    

h
Lm m

e h
  

 بطسٍكْ مػابوْ  .           
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   البَانُ تحت /فٌمتكازب المجمٌع   -5

   [13] 5.1 منه ْ

فطددددإاً م  مدددداً ًلددددتها  Xلددددَها 
, ; 1,2i if g i 

Rًتللددددر قَموددددا في   Xاًالًا م سفددددْ علددددٓ  


  ,

محدددًاّ مددا الأضدددح  بال دددا    
R

0ًتحكددل الػدددس  الآتددُ    مددا أدددد  ندد        و0    ٌٍددددد

( , )   
 بحَح ٍهٌن    

 

   ( ) ( ) , ; 1 , 2 ;
i i

f u g v u v i u v          
 

 ع دٖر   

     
11

1 1 2 2 1 2 1 2, , ,h f g f g h f f h g g
e e     

 

1حَح   1
( , )   

 

 

   5.2 منه ْ

لدددددددددددددددددددددددددددددتها  
, : ;L L X Y R n Nn

 
 

 
 

 ً
, : ;K K X Y R n Nn

 
 

 
 

 

 المك سّ بحَح تهٌن    -متتالَتين ما الدًا  ابدبْ

ن  ما مجمٌعتي الدًا  1) 
 ,L K
  ً   

 , ;L K n Nn n 
 . 3.2محككْ لػسً  المنه ْ  

( الددددددددددًا  ا دٍدددددددددْ ال لَدددددددددا 2
, , ,

K LK Ln nM M M Mn n   ْعلدددددددددٓ الترتَددددددددد  الددددددددددًا  ا دٍددددددددد(

الدنَا
, , ,

K LK Ln nm m m mn n) 

محدًاّ ما الأضح  بال دا 
R

 (R)علٓ الترتَ  محدًاّ ما الأعلٓ بال دا  

(3 ,L Ln
nm m     . ٍْاًالًا  قطس 

 ًل حسض أنى   

lim ( , ) 0 , lim ( , ) 0 ; 0 (12)H K K H L Ln nn n
    

  
 ع دٖر   
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lim ( , ) 0 ; 0 (13)H L K K Ln nn e h e h
     


 

 النهان     

 قب  البدٕ بالنهان ن سض التموَدٍْ الآتَْ   

   5.3 تموَدٍْ

لددددتها 

, : ;f f X R n Nn
 
 
 
 
 


 

متتالَددددْ مددددا الدددددًا  ابدددددًاّ مددددا الأضددددح  بال دددددا      
R

 

0. ع دٖددددددر مددددددا أددددددد  ندددددد    fًل حددددددسض إن إحددددددداها قطددددددسٍْ ًلددددددتها الدالددددددْ   و0    ٌٍدددددددد

: ( , )   
 بحَح ٍتدكل الػس  التالُ    

( ( ) ( ) , ) , .f x f y x y x yn          
 

 النهان  

0لددَها  و0      بحَددح ٍهددٌن
( ) ( ) ,f x f y x yn     

االددْ قطددسٍْ إذاً   fبمددا أن .  

بحَدددح ٍهدددٌن   kٌٍددددد عددددا مٌدددد  تمامددداً    
 ( )f y k y

n. ًم دددى مدددا أدددد  نددد        N   ٍهدددٌن

 ( )f x k yn  
. ًلما نانت 

f n     محدًاّ ما الأضدح  بال ددا
R

, فدإن   
( )f xn 

 ,

ًبالتالُ 
 ( )f x k yn   

 

ًم ى نطت تر  أن   
 1y k   

 

 ما دوْ ألسٔ لدٍ ا   

 1x x y y k       
 

بللر 
 1( , ) k         

 لمجص  علٓ المطلٌب .   

0  ما أد  ن    5.2بال ٌاّ إلى بسهان المنه ْ    ًحط  ت سٍرH
   ٍهٌن لدٍ ا  

 

( , ) ( , ) ( , ) (14)n nH L K L K h M M h m mn n
e h e h
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)حَدددح  , ) ,n nm m M M        هدددُ الددددًا  ا دٍدددْ ال لَدددا )الددددًا  ا دٍدددْ الددددنَا(  علدددٓ الترتَددد  لهددد  مدددا

,L K K Ln n
e h e h
 

  نطتطَو أن نهت    4.2, ًاعتماااً علٓ المنه ْ   

,

,

L K L Kn nM M M M M Mn n ne e
h hL K L Kn nm m M m m mn n n

   

   
 

 ًم ى   

( , ) ( , ) (15)

( , ) ( , ) (16)

L K L Kn nh M M h M M M Mn n ne e

L K L Kn nh m m h m m m mn n ne e

 

 

  

  
 

( تهددٌن الدددًا   1حطدد  الحددسض ) 
 , ;L L n Nn 
ًبالتددالُ الدددًا  ا دٍددْ ال لَددا    Xقطددسٍْ علددٓ   

المٌافكْ لها 
,

L LnM Mn  ٓهُ أٍطاً قطسٍْ علX   ( ًحطد  التموَدٍدْ   3( ً )2, ًباضدتخدا  الحدسض )

( ًبالاضتحااّ 16( ً )15ككْ ًبتطبَل هري المنه ْ علٓ ال لاقتين )مح  5.1الطابكْ تهٌن غسً  المنه ْ 

 ( لمجص  علٓ   3ما ال لاقْ )

 

( , ) ( , ) ( , ) (17)
1 1

( , ) ( , ) ( , ) (18)
2 2

L KL Kn nh M M h M M h M Mn n n

L KL Kn nh m m h m m h m mn n n

  

  

 

 
 

 

 ( لمجص  علٓ  14( في )18( ً )17بت ٌٍض )

 

1 1 2 2

1 2 1 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) , (19)

L K L KL K L Kn n n n
n n n n n ne h e h

L L K KL L K Kn n n n
n n n n

n n

H L K L K h M M h M M h m m h m m

h M M h m m h M M h m m

H L L H K K
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 حَدددددح  
   1max( , ) , , ,1 2 2 2 و1            

ًبللدددددر نواٍدددددْ طدددددسفي  

nع دما  (19)المتراددْ   

 لمجص  علٓ المطلٌب .  (12)ًباضتخدا   الحسض 

 

   5.4 منه ْ

لدددتها 
, : ;L L X Y R n Nn

 
 

 
 

    ْ المك دددسّ بحَدددح تهدددٌن   -متتالَدددْ مدددا الددددًا  ابدبددد

 الدًا  ا دٍْ ال لَا         
,

L LnM Mn  علٓ الترتَ  الدًا  ا دٍْ الددنَا(
,

L Lnm mn  ّمحددًا  )

ما الأضح  بال ددا  
R

(  , ًل حدسض أندى  مدا    R)علدٓ الترتَد  محددًاّ مدا الأعلدٓ  بال ددا        

0أد  ن        

lim ( , ) 0n
n

H L L



 

 ع دٖر   

lim ( , ) 0 ; 0 , 0 (20)
n

H L L
ne h e h

    


     
 

 النهان 

Hحط  ت سٍر       ٍهٌن لدٍ ا 

( , ) ( , ) ( , ) (21)n nH L L h M M h m m
ne h e h

   
      

 

حَدددح  
,nM M 

 
 ,nm m 

هدددُ الددددًا  ا دٍدددْ ال لَدددا )الددددًا  ا دٍدددْ الددددنَا(  علدددٓ الترتَددد  لهددد   

ما
,

ne h e h
L L  

 

 نطتطَو  أن نهت    4.3المنه ْ ًاعتمااا علٓ  

,   

,   m           

L LnM M M Mn ne e

h hL Lnm m mn n
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 لمجص  علٓ     (21)ًبالت ٌٍض في ال لاقْ 

( , ) ( , ) ( , )

    

h hL LL Ln nH L L h M M h m m
n n ne ee h e h

              

 

 نطت تر أن      [13]في    6.9بتطبَل المنه ْ 

 

~ ~

~

( , ) ( , ) ( , )

, (22)

    

L
n

L L LnH L L h M M h m m
n n ne h e h

H L Ln


 



    



 

حَح 
 ~ ~ ,   

nع دما (22), بللر نواٍْ طسفي المتراددْ      ًباضدتخدا  الحدسض لمجصد 

 .  (20)علٓ 
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